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Teodor Ștefanca – Generalizare a Teoremei Euler / Durrannde 
 

Domnul profesor Teodor Ștefanca ne-a trimis o seducătoare și inedită generalizare a Teoremei 

Euler / Durannde privind hexagoanele și pentagoanele inscriptibile și circumscriptibile. 

 

HEXAGOANE INSCRIPTIBILE ŞI CIRCUMSCRIPTIBILE 

PENTAGOANE INSCRIPTIBILE ŞI CIRCUMSCRIPTIBILE 
 

                                
Abstract .The author prove a generalization a Euler and Durrande theorems . 

          O celebră teoremă a lui Euler afirmă că pentru orice triunghi ABC avem 

relaţia 

                                    OI² = R² - 2Rr                                                   (1) 

unde C( O, R ) , C( I, r ) este cercul circumscris, respectiv înscris triunghiului 

ABC . Rezultă că R ≥ 2r , cu egalitate dacă şi numai dacă ABC este echilateral . 

În cazul unui patrulater ABCD înscris într-un cerc C( O, R ) şi circumscris 

unui cerc C( I , r ) avem relaţia lui Durrande 

                   OI² = R² + r² - r 224 rR +                                (2)                                                           

În plus, R ≥ r 2  cu egalitate dacă şi numai dacă O = I, ceea ce revine la 

faptul că ABCD este pătrat ( [1] ) . 

Pentru a vedea ce se întâmplă în cazul unui hexagon, respectiv pentagon 

inscriptibil şi circumscriptibil vom utiliza unul din cele mai profunde rezultate 

ale geometriei proiective, şi anume superba teoremă de închidere a lui Poncelet. 

Noi vom folosi următoarea formă particulară a acestei teoreme. 

Teorema de închidere a lui Poncelet (caz particular). Fie  si  două  

cercuri,   interior lui . Se presupune că există o linie poligonală închisă 

A1A2A3...An  ( n ≥ 3 ) înscrisă în  şi circumscrisă lui γ. 

           Fie atunci P1Γ un punct arbitrar . Ducând o tangentă d1 din P1 la γ 

obţinem d1 ∩ Γ = { P1 , P2 } , P2  ≠ P1. Ducând tangenta d2  ≠ d1 din P2 la γ 

obţinem d2 ∩ Γ = { P2 , P3 } , P3  ≠ P2. Continuăm procedeul , obţinând mereu 

puncte distincte , până la pasul n - 1 ( tangenta dn-1 ≠ dn-2 din Pn-1 la γ are 

proprietatea că  

dn-1∩ Γ = { Pn-1 , Pn }, Pn ≠ Pn-1 ). 

         În final , după pasul n , linia poligonală se închide , adică  tangenta dn ≠ dn-1 

dusă din Pn la γ are proprietatea că dn ∩ Γ = { Pn , P1 }, Pn ≠ P1 ( [1] ). 

Cititorul interesat poate găsi enunţul , în toată splendoarea şi generalitatea 

sa, precum şi demonstraţia în cartea lui M. Berger ( [2] ). 

Teorema 1 . Într-un hexagon inscriptibil şi circumscriptibil, distanţa 

dintre centrul cercului circumscris şi centrul cercului înscris hexagonului 

depinde doar de razele acestora. 

Demonstraţie . Fie TUVXYZ un hexagon înscris într-un cerc C( O , R ) 

şi circumscris cercului C( I , r ). Avem două posibilităţi: TUVXYZ este hexagon 

regulat sau nu . Evident , dacă TUVXYZ este hexagon regulat, avem O = I, R = 



2 

 

= r
3

32
. Rezultă d = 0 şi cerinţa teoremei este verificată. Să considerăm cazul 

interesant când TUVXYZ nu este hexagon regulat. Atunci  

O ≠ I ( echivalent d > 0 ). În adevăr , dacă am avea O = I, cercurile concentrice 

C( O, R ) şi C( O, r ) furnizează coarde în cercul C( O, R ) care sunt şi tangente 

la C( O, r ) de lungimi egale cu 2 22 rR − . Ar rezulta că TUVXYZ este un 

hexagon inscriptibil cu toate laturile egale, deci hexagon regulat, ceea ce este 

contradictoriu. 

 

 
 

Considerăm dreapta OI ( fig 1 ). Fie OI ∩ C( O , R ) = { A , D }, unde 

alegem A astfel încât I să fie între O şi A. Din D ducem tangenta la C( I , r ) care 

taie  a doua oară pe C( O , R ) în C. Din C ducem tangenta la C( I , r ) care taie a 

doua oară pe C( O , R ) în B. Continuăm procedeul obţinând punctele distincte 

A', F' si E'. În fine, din E' ducem tangenta la C( I , r ) care trebuie să taie  a doua 

oară pe C( O , R ) în D, conform teoremei de închidere a lui Poncelet, pentru n = 

6. Rezultă atunci DE' = DE, unde E este simetricul lui C faţă de OI ( am dus din 

D tangentele DC si DE' la C( I , r )). Prin urmare E' = E. Avem apoi EF' = EF , 

unde F este simetricul lui B faţă de OI, întrucât tangentele EF' si CB la C( I, r ) 

sunt simetrice faţă de OI . Aşadar F' = F. 

Hexagonul ABCDEF este atât inscriptibil cât şi circumscriptibil (deoarece 

AB+CD+EF = BC+DE+FA ). Deducem că trebuie să avem A' = A, folosind 

unicitatea tangentei din B la C( I , r ) care este diferită de tangenta BC . Prin 

urmare, A'BCDE'F' = ABCDEF ( [1], pag 216 ) 
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Notăm IA = x . Atunci OI = R – x , AM = 22 rx − şi cosOAB =
x

rx 22 −
 . 

Avem .
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          PC = x - 22 rx −                                                                                          (3)                         

Din asemănarea triunghiurilor IPD şi ACD avem:  
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Am obţinut o ecuaţie de gradul opt în necunoscuta x  cu coeficienţi în R şi r, 

ceea ce demonstrează teorema 1 . 

Observaţie . (3)   PC = IA – AM . Analog , PD = ID – MB , deci 

adunând cele două relaţii avem: 

AB + CD = 2R                                                   (4) 

Teorema 2. Într-un pentagon inscriptibil şi circumscriptibil, distanţa 

dintre centrul cercului circumscris şi centrul cercului înscris pentagonului 

depinde doar de razele acestora. 

Demonstraţie. Printr-un raţionament asemănător celui de la teorema 1 

putem presupune , fără a restrânge generalitatea teoremei 2, că în pentagonul 

ABCDE avem AB ⊥  OI , D = OI ∩ C( O, R ) astfel încât I să fie între O şi D. 

Notăm OI ∩ AB = N, N  AB; OI ∩ C( O , R ) = M şi IP⊥CD, PCD. 

Fie MN = x. Atunci OI = IN – ON = IN - ( OM – MN ) = r – R + x. Deci  

 OI = x + r - R                                                                                                     (5) 

ID = OD – OI = R - ( x + r – R ) = 2R – r – x                                                 (6) 

PD2 = ID2 – IP2 = ( 2R – r – x ) 2  - r 2 = ( 2R – x )( 2R - 2r – x )                      (7) 

 

În triunghiul dreptunghic DBM aplicăm teorema înălţimii: 

BN2 = MN·ND = x( 2R – x ) 
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BN = 22 xRx −                                                                                      (8) 

BM2 = BN2 + MN2 = 2Rx - x2 + x2 = 2Rx 

BM = Rx2                                                                                           (9) 

sinBMN = 
R

xR

Rx

xRx

BM

BN

2

2

2

2 2 −
=

−
=                                                 (10) 

sinBCD = sin(π - )


BMN  = sinBMN =
R

xR

2

2 −
            (11) 

cos2BCD = 1 - sin2BCD = 1 - 
R

x

R

xR

22

2
=

−

R

x
BCD

2
cos =  

   Deoarece CI este bisectoarea unghiului BCD avem: 
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În ∆DCM , dreptele IP si MC sunt paralele . Deci 
IM

ID

PC

PD
=  . Utilizând relaţiile 

(7) , (12) şi (6) rezultă : 
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pătrat ultima egalitate: 

( 2R – x )2( r + x )2( 2R - 2r – x ) = r2( 2R – r – x )2( 2R + x + 2 Rx2  ) 

       După eliminarea radicalului Rx2  obţinem o ecuaţie  de gradul zece în 

necunoscuta x, cu coeficienţi în R si r, ceea ce demonstrează cerinţa teoremei 2. 

În final , vă propun să arătaţi că , într-un poligon A1A2...An inscriptibil şi 

circumscriptibil, distanţa OI depinde doar de R şi r. 
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